1. Motivacion

En el seminario que desarrollamos en primavera, en el que introducimos los simbolos
modulares sobreconvergentes, vimos qué eran los nimeros de Bernoulli y algunas de
las congruencias que satisfacian. De esta manera, usando la definicién

X Xk
xo1- 2B
k>0

vimos que By = 1,B1 = —1/2 y que Bgi1 = 0 para k > 1. Se comenté también que se
cumplia la congruencia de Kummer: si 2k = 21 (méd p%(p — 1)) y 2k no es 0 médulo
p — 1 entonces

(1— 2k—1>@ =(1— 2l—1)B2l

T o (modp

Consideremos ahora para k > 1 la serie de Eisenstein holomorfa de peso 2k, que en
términos de su g-expansién viene dada por

a+1)'

-B ad
Gonla) =~ + D oo ()",
n=1

donde como es habitual ogx—1(n) =3, d?¢~1. Notamos que si no fuese por los d que
son multiplos de p, podriamos observar cierta continuidad p-adica gracias a lo siguiente:
si k =k (méd p®(p—1)) y d no es multiplo de p,

d* =d" (méd p*th).
Lo que observé Serre es que definiendo

G3e(q) = Gax(q) — p** ' Gar(q”)

se tiene que
_ _BQk *
Gsi.(q) = (1 —p** 1)(@) + Zak—l(”)qn,
n>1

donde ahora la suma de o}_,(n) es sobre los divisores de n no miltiplos de p. Esto nos
permite concluir lo siguiente:

Proposicién 1. Si 2k = 2] (méd p*(p — 1)) y el valor de la congruencia no es 0,
entonces

Gir(@) = G3(g)  (méd p**).

Esta continuidad p-adica que observamos aqui para las series de Eisenstein nos gustaria
buscarla también para el caso cuspidal, es decir, encontrar una familia de autoformas
que interpolase a nuestra autoforma cuspidal dada y que cumpliese ademads ciertas pro-
piedades de continuidad. Este es el objetivo de la teoria de Hida o de las formas A-ddicas.

De cara a cumplir nuestros propdstiso introducimos un espacio de pesos p-adico
X = X(Zp) = Homeont(Z,y, Zy,)-

Los enteros se pueden meter dentro a través de la aplicacién z — zF o mas cominmente
z + zF72 y tienen una imagen densa dotando a este espacio de la topologia de la



convergencia uniforme. Un peso k € X se dice par si (—1)* = 1. Serre defini6 una familia
de series de Eisenstein p-adicas G (q) para cada k € X de la siguiente manera: sea (k;)
una sucesion de enteros positivos pares que converge a oo en el sentido arquimediano
y a k en espacio de pesos (por ejemplo, si k es un entero par y p es impar, nos sirve
ki =k +p'(p—1)). Entonces

Gi(q) = lim Gy, (q)

es un conjunto que coincide con la definicién anterior.

Definicién 1. Una forma modular p-ddica de Serre es una serie formal f(q) € Qp[[q]]
tal que existe una sucesion (f,) de formas modulares en SLa(Z) con coeficientes de
Fourier racionales tal que vy(f — fy) tiende a cero a medida que n tiende a infinito.

2. Un primer acercamiento a las familias de Hida

Sea N un entero positivo y p un primo impar que divide exactamente a N; tenemos
entonces que

X27/(p—1)Z x Zp,

(visto como homeomorfismo de grupos topolégicos), simplemente pensando que el gene-
rador puede ir a cualquiera de los elementos no cero del cuerpo residual y que luego se
toma un levantamiento de ese elemento. Si U C X es un abierto, A(U) denotara el con-
junto de funciones analiticas en U, que en cada una de las intersecciones U N ({a} x Zp)
se puede ver como una serie de potencias. Asumiremos por ello que U estd contenido
en el disco residual del 2 y que A(U) es simplemente el anillo de series de potencias que
convergen en un abierto de Z,,.

Definicion 2. Una familia de Hida es una q-expansion formal

oo
foo = Z anqn
n=1

tal que existe un entorno U de 2 € X tal que a, € A(U) para todo n y tal que si
k€ UNZ2? la especializacion de peso k, fi, es una autoforma ordinaria normalizada
de peso k en T'o(N).

Los pesos en 722 C X se llaman cldsicos.

Definicion 3. Sea N un entero positivo y p un primo que divide a N. Una autoforma
f € Mi(L'o(N)) se dice ordinaria en p si Upf = Ay f para Ay € Zy,. Denotaremos por
My (Do(N))°™ es subespacio generado por las formas p-ordinarias.

Teorema 1. Sea k > 2 un entero y f € Sp(I'o(N)) una autoforma. Sea p un divisor
primo de N tal que f es ordinaria en p. Entonces existe una unica familia de Hida fx
que se espacializa a f en peso k.

3. Formas A-adicas

Usando las notaciones habituales, para un primo p escribimos ¢ = p si p es impar
vy g = 4 si p = 2. w denotard el caracter de Teichmiiller médulo ¢, esto es, para
a € (Z/qZ)* definimos w(a) como la tnica rafz de la unida en Z; congruente con a
médulo ¢. Denotaremos de aqui en adelante A = Zp[[X]] al algebra de Iwasawa, y



u=1+gq.

Un cardcter de Dirichlet ¢ es dice que es del primer tipo con respecto a p si fy, = Mgq
o M, con (M,p) =1 (usamos fy para el conductor); por su parte, es del segundo tipo
si fy = qp° para algtin entero e > 1. El conductor es o bien coprimo con p o en otro
caso q|fy (i-e., nunca es dos). De aqui, o bien f,, = M o f, = Mqp", con (M,p) =1y
r > 0. La aplicacién

a (méd Mgp") — (o (méd Mq),ac (méd 1+ qp"Zp))
da un isomorfismo entre
(Z/Mqp")" = (Z/MqZ)" x (1 + qZp)/(1 + qp"Zy).

Esto da lugar a dos cardcteres diferentes que denotaremos xr y xsg, de forma que
XFXS = X

X (Z/MgZ)* - Q@ xs:(1+4¢Z)/(1+q@p'Z) — Q.
Vamos a introducir ahora las aplicaciones de especializacién; dado un caréacter
X:(Z/Ngp"Z)* — C*
y un entero k > 1 la especializacion v, : A — @p consiste en
X = Gl —1,

donde ¢, = xs(u).
Lema 1. La aplicacion vy estd bien definida.

Demostracion. Sea (m) = p el ideal primo de O. Como ¢, € O, la extension finita en la
que podemos definir el cardcter tenemos que

oo

n

CX = § CnT
n=0

donde los ¢, estan en el cuerpo residual (finito). Ahora bien, los elementos de O/p tienen
orden coprimo con p, pero estamos diciendo que ¢, tiene como orden una potencia de
p; esto fuerza que cg = 1. Como u* =1 (méd q), sucede entonces que Kxuk -1, <1
para todos los enteros k > 1. Por tanto, la evaluacion en cualquier elemento de A de
Cxuk — 1 da lugar a una serie de potencias en O que converge p-adicamente. O

Como A no tiene divisores de cero, el nicleo de la aplicacién de especializacién vy, es
un ideal primo de A; esta aplicacién se puede ver como una inyeccién de A/ ker(vy ) en
@p. En [ZS] se puede ver lo que ya esbozamos el cuatrimestre anterior, que si I es una
A-dlgebra finitamente generada e integra sobre A, entonces es un anillo completo, local
y noetheriano con dimensién de Krull 2. Para extension nuestra aplicacion de valuacién
de v, a I, por ser I integral, existe un primo P de I tal que P N A = ker(vy,) (lo
demostramos al final). Entonces, I/P es una extension de A/ker(vy,), que ademas
serd finita (por ser I finitamente generado como A-médulo). Por consiguiente, a través
de la aplicacién de evaluacion, identificamos A/ ker(vy, ,, con O, y I /P con una extension
finita de O. De esta manera, tenemos una aplicacién de especializacién v : I/P — @p
que extiende vy, y que depende de la eleccién de P. Asi pues, para cada entero k > 1



podemos considerar Ag(x;I), el conjunto de homomorfismos de O-algebras de I a Q,
que inducen la aplicacion de especializacién en A. Pondremos

A(X7 I) = UzilAk(Xv I)v
y los llaramemos puntos aritméticos.

Proposicién 2. Sea R/S una extension integral de anillos y P un primo de R. En-
tonces, hay un primo @ de S tal que QN R = P.

Demostracion. Comencemos con el caso R local. Si () es un maximal de S, entonces
@ N R es maximal (esto es porque las extensiones enteras se comportan bien: R/P es
cuerpo si y solo si S/Q es cuerpo ya que ambos cocientes son dominios) y por tanto es
P.

En general, sea T'= R\P. Como las localizaciones conmutan con la inclusién de R
en S, notemos que St es integral sobre Rp. Si Q' es un maximal de S7, Q' N Ry es
PRyp. Por la conmutatividad, si f y g son las localizaciones en R y S respectivamente,
FFYUQ'NRy) = g7 HQ)NR. SiQ =g '(Q), entonces f~(PRr) = Q N R. Pero
f~Y(PRr) = P y hemos acabado. O

Definicion 4. Sea N un entero positivo coprimo con p y K una extension finita del
cuerpo cociente de A; sea I la clausura integra de A en K. Para cada cardcter de
Dirichlet x : (Z/Nqp"Z)* — Q* (conr > 0), una forma modular A-ddica F de cardcter
x y nivel Nqp” es una q-expansion formal

F(X) =) an(F)(X)q" € I[[q]]
n=0

de forma que para todo k > 1 entero (salvo un nimero finito),

oo

V(F) =Y v(an(F))q" € Mp(Nap", xw—k; Qy),

n=0

para todo v € Ak(x,I).
Un forma A-ddica cuspidal se define de forma andloga, al igual que el concepto de forma
ordinaria.

Proposicién 3. Si o, € O con |a], = 1 y |Bl, < 1, la aplicacion inducida por
X = aX + (8 es un automorfismo del anillo O[[X]].

Demostracion. Sea F(X) =% 1 a,X™ € O[[X]]; entonces,

o0

FlaX+8) =3 ( i am (T) a”ﬁm_”)X".

n=0 m=n

Pero como - -
m
> fon (7)o, < 3 195
m=n n p m=n

y dado que |B], < 1, la suma converg p-adicamente.
La aplicacion X — aX + 5 no es mas que un cambio de variables, por lo que es evidente
que induce un homomorfismo de anillos. Es sencillo ver que X — a~1X —a™14. ]




La importancia del resultado radica que podemos cambiar la aplicacién de especia-
lizacién vy, por cualquier entero [ # 0 considerando el automorfismo de A X
uFIX — (Wt 1),

En los articulos de Darmon (y otros) con los que estamos trabajando paralelamente
en otros seminarios, las definiciones que se dan de las formas A-ddicas son ligeramente
distintas, pero siguiendo la misma filosofia:

Definicién 5. Sea Ny > 1 un entero y p un primo que no divide a Ny. Una familia
de Hida de nivel controlado Ny es una cuaterna (Ag,Qp, Q. f) de forma que:

1. Ay es una extension finita plana de A.

2. Q¢ es un subconjunto abierto no vacio de Xy := Hom(Af,Cp,), y Qra es un
conjunto de Qy denso cuya imagen por k : Qy — § estd en Qg (K es simplemente
el espacio de pesos inducido por la inclusion de O-dlgebras A C Ay ).

3. f:= > anq" € A¢[[ql] es una serie formal con coeficientes en Ay tal que para
x € Qfq la serie de potencias

fip) = Zan(:c)q”
n=1

es la g-expansion de la p-estabilizacion ordinaria de un forma nueva normalizada
(fz) de peso k(x) en I't(Ny).

Teorema 2 (Hida). Sea f una forma nueva ordinaria en Sy(Ny; Ky). Existe una
familia de Hida (Ay, s, Q5. f) de nivel controlado Ny y un punto cldsico xg € 25 de
forma que k(xo) =k y fz, = f-

En cualquier caso, en estos contextos conviene disponer de una nocién maés flexible
de familias p-adicas de formas modulares, que interpolen formas modulares clasicas
no necesariamente nuevas, y al mismo tiempo permitir que los coeficientes no estén
necesariamente sobre una extensién finita de A. Por tanto, definimos una forma A-
adica como sigue:

Definicién 6. Una forma modular A-ddica de nivel controlado N es una cuaterna
(R, 4, Q5.01,¢) donde:

1. R es una extension plana de A que es completa y finitamente generada (pero no
tiene por qué ser finita).

2. Qg es un abierto de Hom(R,C,p) y Qg a1 es denso.

3. ¢:=> anq"™ € R][[q]] es una serie formal con coeficientes en R tal que, para todo
x € Qg a1, la serie de potencias

o) =3 an(2)q" € Cyllq)]
n=1

es la g-expansion de una forma cuspidal ordinaria cldsica en Sy ) (I'1(N)NLo(p); Cp) :

Sli(:l?) (Fl(N) N FO(p); Q) ® CP‘



3.1. Series de Eisensein A-adicas

Sea x : (Z/qp"Z)* — Q" un céracter de Dirichlet primitivo y par (r > 0). Se comprueba
que xw™* es primitivo para k > 2. Por tanto, ahi se puede considerar la serie de
Eisenstein normalizada Ey, -+ € My(gp", xw ™% Q(xw™*) cuya g-expansién es

1 - 00
Ek,xw*k (Z) = §L(1 - k)? Xw k) + Z Uk—l,xw*k(n)qn‘
n=1

Proposicién 4. Eziste una forma A-ddica €,(X) tal que para todos los enteros k > 2,
k
GX(CXU - 1) = Ek,xw*k'

Demostracion. Escribimos 1, = yw®. Para un entero n > 0, lo que tenemos es que
construir una serie de potencias an(€ey)(X) € A tal que

an(fx)(Cxuk -1)= Z wk(d)dkilv
dln;(d,p)=1
para todos los enteros k > 2.
En el anterior seminario comentamos el hecho de que

S __ - $ n
X =32 (7)x e 3,
por lo que podemos considerar la aplicacién ¢ : Z, — 1+ qZ, definida como s — u*. En
primer lugar, es inmediato que es homomorfismo de grupos (u®t? = u%u®) y ademas es
un isomorfismo cuyo inverso envia s — log, (s) := log(s)/log(u). Por tanto, s = u¢ ™' ()
para todo s € 1 + gZ,,.

Ahora, para un entero positivo n y un divisor suyo d que sea 1 médulo ¢, definimos
1 _
Ag(X) = (1 + X)?7 @ ¢ A
Ademas, observemos que
Aa(Geu = 1) = xs(w)? D @? D) = xs(d)d ™ = w(d) Fxs(d)d

donde se ha usado que w(d) = 1. Entonces, para un entero positivo n, si cada divisor d
de n con (d,p) =1 tambien cumple d =1 mdd ¢, tenemos

> xrdAdGub-1) = > xe(dxsdw(d) T = YT gp(d)dt T,
d|n;(d,p)=1 d|n;(d,p)=1 d|n;(d,p)=1

tal y como queriamos.
Ahora solo hay que hacer alguna ligera modificacién para cuando n tiene divisores d
coprimos con p que con son 1 médulo g. Para ello, recordemos que (a) = w(a) la,

donde w es el caracter de Teichmiiller. Entonces, simplemente ponemos
Xr(d) —1((d
an(e)(X) = ) = + X)) e A,
d|n;(d,p)=1
y un calculo andlogo al anterior muestra que
an(fx(Cxuk -1)= Z ¢k(d)dk71-
dln;(d,p)=1
Nos queda por tltimo determinar una serie ag(€,)(X) € A tal que evaluada en ¢, u* — 1

nos de 7”1_;’%) .



Proposiciéon 5. Para todo entero k > 1 sucede que
L(1 =k, ) = (1= xw  (p)p* L =k, ) = Ly(1 — &, X),
donde Ly(s,x) es la funcion L p-ddica, que es meromorfa (y analitica si x # 1) en
{s€Cpy|ls| < qp /P71
Proposicién 6. Eziste una serie de potencias F\(X) € 2A tal que
Ly(s,x) = F(Gu® —1).

Sabemos que la aplicacién X ~— u!=2*X + (u!=2% — 1) es un automorfismo de A; si H
es la imagen de F bajo el automorfismo entonces

H(Gub — 1) = Fy(u 2 (Guf — 1) + (@72 = 1)) = B (Gu' " —1) = L,(1 — k, x).
Por tanto, ponemos ag(ey)(X) = H(X)/2 € A. O

En realidad, F, (X) es el cociente de dos series de potencias con H1(X) = X, H,(X) =1
para x # 1, y ademds X t G1(X). Por tanto, si x = 1, €1(X) no esta en Al[q]] aunque
sigue interpolando la serie de Eisenstein, esto es

Gr(ul =2k X 4 (u1—2k — 1
wle) (%) = e e

La construccion para Gy, ,,~+ €s completamente andloga.

4. Operadores de Hecke y el proyector ordinario

Definicién 7. Para todos los enteros n > 0 y F' € M(x;A), definimos FT,, como la
q-expansion formal cuyos coeficientes vienen dados por

an(Tu(F)(X) = > (X + 1) Dxp(d)d /e (F)(X) € A
d|(m,n);(d,p)=1
para todo m > 0.

Definicién 8. Sea K una extension finita del cuerpo cociente de A, y sea I la clausura
integral de A en K. Diremos que F € M(x;I) es una autoforma de Hecke si para todo
n > 1 tenemos T, (F) = ¢, (X)F, con cp,(X) € 1.

Proposicién 7. Eriste un tinico operador idempotente e : M (x; A) — M (x; A) que
cumple

(Fle)(Gut — 1) = F(¢ut — Dle
para toda F' € M(x; A) y todos los enteros k > 1 para los que se cumple que F(Cxuk —

1) € My(gp", xw™*;Q,).

Demostracion. Sea F' € M(x;A) y a un entero positivo tal que

F(¢u® —1) € My(gp", xw™; Q)
para todo k£ > a. A su vez, consideremos los espacios

Mgy ={G € M(x;A) | G(Gu? — 1) € Mj(qp”, xw™;Qp) para a < j < k}



Mg,k: ={G € My | G(Cxuj —1)=0paraa<j <k}

Observemos que F' € Moo = N2, M, ;. Para G € M, denotemos su imagen en
Mg /M 3 i por Gy. Para k > a, se considera la inclusién

k
Mk /M), = @ Mj(ap", xw™;@p)

j=a
definida como

k
Gr— P GG - 1).

j=a

De aqui se tiene que M, /M, g7k es un O-médulo de rango finito (por inyectividad).
Ademads, como tanto M, y Mg i son estables bajo la accién de T),, sabemos que

’ |
e = lim T'¥
n—0o0 p

es un idempotente bien definido en M, /M?,. Sin embargo, la estabilizacién v, (G|ex)
esta bien definida para toda G € My v j € {a,...,k}. Ademas, como T}, conmuta con
la especializacion, para toda G' € M, ;. se tiene que

(Glex) Gy —1) = 1 (GTR) (G — 1) = GG — 1)le.

Sea ahora

k
Qp = H ker (v ),

j=a

y consideremos la aplicacién de M, j /Ml? p & A/Qu[[g]] definida por

G Y (an(G)(X) méd Q)q".
n=0

Lo que nos gustaria es definir F'le tomando el limite proyectivo coeficiente a coeficiente
de la g-expansion. Por Weierstrass, cada serie de potencias en A tiene un ntimero finito
de ceros en el disco unidad. Por tanto, {€}7°, es una sucesién decreciente de ideales
con N2, = {0} y por tanto
A =1mA/Qy.
—

Ahora, para a < j < k consideremos

. 0 0
Tk - MQVk/M(Lk — Ma,j/MaJ‘a

y observemos que ejomy, j = 7y, joey, de donde Fjle; = my, j(Filex), esto es, Fjle; = Filey,
(méd MY ;)- De aqui concluimos que

an(Fleg) = an(Fle;) (mod ;)
para todo n > 0 con lo que podemos definir

an(Fle)(X) = hln(an(F]ek) mod Q) € A.



Tenemos que comprobar que efectivamente Fle € M°4(y;A). Para ello, observemos
que an(Fle) = an(Flex) (méd Q) paran > 0y k > a. Entonces

an(Fle)(Geu’ — 1) = an(Fleji1) (G —1) = an(F(Geu! = 1le).
Por tanto (Fle)(¢u! — 1) = F({u? — 1)]e, lo que implica que Fle € M°™(y; A). Por
altimo, notemos que
(Fle*)(Geu® = 1) = (Fle)(Gu® — 1) = F(Gu® = 1)|e® = F(Gu® —1)le = 0.

Esto quiere decir que Fle? — Fle € ker(vy,,) para todo k > a, y por lo dicho antes, ha
de ser Fle? = Fle. O

5. Construyendo formas A-adicas

Sea x : (Z/qp"Z)* — O* un carécter arbitrario para algun > 0 de forma que yw™* es

primitivo para todo k. Pongamos Ap = O[[X]] y observemos que v}, ,, se extiende a Ao.
Sean a su vez k, | enteros positivos, k > 2 y sea f € M;(qp",1;O) para un cardcter de
Dirichlet arbitrario ¢ : (Z/qp"Z) — O*. Se tiene que fEy ., € Mgyi(qp", Yxw™*;0).
Definamos ¢, (X) € Ap como

fex(X) =Y ea(X)g™
n=0

Definicién 9. El producto de convolucion de f y e, se define como

o0

(frey) = ch(ule + (u=t = 1))g™

n=0
La definicién tiene sentido ya que estamos aplicando uno de los automorfismos antes
descritos, al ser |u~![, =1y |u=' — 1|, < 1. Ademés, para k > 2,

o

(f * Ex)(Cxuk—H -1)= Z Cn(u_l(Cxuk—H -1+ u! - )gq" =
n=0
= fex(Gut =1) = By yun

Bésicamente, lo que hemos visto es que si f es una forma cuspidal, entonces f * €, es
una forma Ap-adica. Vemos ahora que cualquier forma modular p-adica (en el sentido
en que se definieron en el capitulo 3) se puede levantar a una forma Ap-adica.

Teorema 3. Sea k > 1. Para toda f € My(qp”, xw™";0), existe una F € M(x;Ao)
tal que
F(GuF —1) = f.

Demostracion. Sea € (X) = Xei1(X) € Al[g]], de forma que

N i ()

!/
€ (u 5

La funcién ¢ p-ddica tiene un polo simple en 0 con residuo (1 — 1/p). Por consiguiente,

E_1)¢,(1 -k E(ubF — D¢ (1 —k) 1 1/p—1




Sea ahora
2

" log(u)(p L — 1)

con ag(€) = 1. Por tanto, para f € My (gp", xw™%; O) se tiene que fe € Ap[[q]] y ademas
en 0 recuperamos la f. Escribiendo

e(X) €(X) € Aolld]],

o
(Fx0) =) an(fO(( X + (¢ u™ = 1))g" € Aollg],
n=0
tenemos que la especializacién correspondiente vale f como se queria. O

6. Estructuras del espacio de formas ordinarias A-adicas

En esta seccién, probamos un teorema de Wiles que afirma que M 0rd(x; Ap) es un Ap-
médulo libre de rango finito. Antes de comenzar, recordemos (por ejemplo del seminario
anterior), que Ap cumple las siguientes propiedades:

s Es un dominio de factorizacién tnica.
= Es un anillo compacto.
= Es noetheriano.

» Teorema de preparacién de Weierstrass: si f = > a, X" € O[[X]] de forma que
no todos los a; estan en el ideal maximal de O, entonces existe una tinica unidad
u € O[[X]] y un polinomio F = X*+bs_1 X* 1 +...4+bg (con los b; en el maximal)
de forma que f = uwF'. Si todos los coeficientes estan en el maximal hay que anadir
un factor 7.
Proposicién 8. Sea x : (Z/qp"Z)* — O* un cardcter arbitrario. Los Ao-mddulos
M (x; Ao) y S (x; Ap) son finitamente generados.

Demostracion. Haremos la prueba para M°™(x; Ap) ya que el otro caso es andlogo. En
primer lugar, el médulo no tiene torsién porque es un submdédulo de Ap|[g]]. Para ver
que es finitamente generado, veremos que el rango de cualquier Ap-submédulo finita-
mente generado estd acotado independientemente del submddulo. Para eso, tomemos
un submdédulo libre M con base {F1,...,F;}. Han de existir necesariamente enteros
ni,...,n; de forma que no haya ninguna combinacién lineal de los términos en las po-
siones n; que sea 0. Por tanto, sea D(X) el determinante de la matriz [ x [ que en la
posicion (i, j) tiene an, (F})(X).

Por el teorema de preparacion, existe un ndmero finito de o € C, con |af, < 1 de
forma que D(a) = 0. Por tanto, existe a tal que si k > a, entonces D((,u* —1) #0y
Fi(GuP — 1) € M (gp”, xw™"; O) para todo i. Tomemos k > a y sea F;((u~1) = f;.
Entonces {fi,..., fi} es una base para un O-submdédulo libre de M, ,?rd(qpr, xw™*: 0).
Por lo que sabemos de formas modulares clasicas, este rango estd acotado superiormente
independientemente del peso k, lo que quiere decir que [ estd acotado con independen-
cia de M (por M$™(qp”, xw™2;0)).

Sean {F1,..., F;} elementos linealmente independientes sobre O dentro de M°*4(x; Ap).
De esta discusién tenemos que cada elemento de M°™(x; Ap) se puede expresar como
una combinacién lineal de los F; con coeficientes en K (el cuerpo de fracciones). Sea
F =73, 0;F; con o € K. Entonces, el producto de la matriz con entradas a,, (¥;)(X)



por el vector con componentes a; nos da el vector con componentes a,,(F)(X). De
aqui estéd claro que D(X)a; € Ap para todo ¢, por lo que

D(X)M(x;Ao) C AoF1 + ... + AoF;.

Pero Ao es noetheriano y D(X)M°4(y; Ap) es un submédulo de un médulo finitamente
generado, con lo que D(X)M®™(x; Ap) es finitamente generado. Como M°™(y; Ap) es
Ao- libre de torsién, la aplicacién M4 (y; Ap) — D(X)M4(x; Ap) es un isomorfismo
y por tanto M (x; Ap) es finitamente generado. O

Proposicién 9. Sea x : (Z/qp"Z)* — O* un cardcter arbitrario. Los Ao-mddulos
M (x;Ao) y S(x; Ao) son libres.

Demostracion. Encontraremos una base para M9 (y; Ap) sobre Ap. Como M (x; Ap)
es finitamente generado, existe un entero positivo a tal que para todo k > a, v, (F) €
M,grd(qpr,xw_k; O) para toda F € M°(x; Ao). Para k > a, nétese que si Vkx(a) =0,
entonces Py, = X — ((uF — 1) es un factor de a,(F)(X) para todo entero n > 0.
Entonces,

F(Gw! — 1)
Gud — Guk

para todo j > k, y entonces F/P;, € M°4(x;Ap). Esto implica que ker(vy,) =

Py M°(x; Ap). Por tanto, tenemos un morfismo inyectivo de M (x; Ao)/Pr, M (x; Ao)
en MP4(gp", xw—k; O); como O es un dominio de ideales principales y este tltimo
médulo es libre, cada O-submédulo suyo también, por lo que M°™(y; Ap)/ P, M ord(y: Ap)
es un O-modulo libre.

Sea {Fy,...,Fx} C M°4(x; Ap) tal que los F; médulo Py, son una base del cociente.

(F/Pry) (¢! — 1) = € M Y(qp", xw " Qp)

Entonces, los F; son linealmente independientes sobre Ap, porque si ZZ]\L Lo =0,
con algin o; # 0, dividiendo por una potencia suficientemente alta de P, podemos
asumir que uno de los a; no es divisible por Py . Entonces, reduciendo médulo Py
obtenemos una relacién lineal no trivial entre los elementos del cociente, lo cual es una
contradiccion. Consideremos pues

M:AoFl—l—...—i-Aan.

Tenemos que probar que M = M Ord(x; Ao), y claramente se tiene que M C M ord (x;Ao).-
Veamos ahora la inclusién opuesta. Sea F € M°(y;Ap); sabemos que existe una
combinacién lineal de los F;, que diremos Gg tal que F — Gy € Pk,XMord(X;AO).
Dividiendo por Py, nos queda que (F — Gg)/Pyy € M°4(x;Ao), y por el mismo
argumento que antes existe una combinacion lineal de los Fj, que diremos G; tal
que (F — Go)/Piy — G1 € Py, M°(x; Ao). De esta manera, tenemos una sucesién
Gy, G1, ... de elementos de M tal que

J
— i £ j+1
F=Y P G (méd P11,
=0
para todo entero j > 0. Para todo ¢ > 0, sea

N
Gi=) opiFy
k=0



para oy, j € Ag. Como Ap es un anillo compacto,

J
a zh'mZoz P! climAp/Pl Ao = A
" j 0 5 It RX T T o/ kX0 o
1=

para 1 <n < N. Por tanto,
N

G = Z apF, € M.
k=1

Ademés, F — G € M4 (x;Ap) C Aol[g]] es divisible por P} + Para todos los enteros
positivos i, de donde G = F'. Por consiguiente, M = M Ord(x; Ap) y este dltimo es

libre. O
7. El algebra de Hecke universal

Sea x : (Z/qp"Z)* — C* un caracter arbitrario.

Definicién 10. Las dlgebras de Hecke universal H"(x;A) y h°"d(x;A) son las A-
subdlgebras de los anillos de endomorfismos Enda (M (y; A)) y End (S (x; A)) res-

pectivamente, generadas por los operadores de Hecke T,,. Tensorizando por A, se definen
H™(x; A) y ho (x; A).

Teorema 4. Sea K una extension finita del cuerpo de fracciones de A e I la clausura
integral de A en K. Sea

M§ (o I) = {F € M"Y(x; K) | an(F) € I para todo n > 1}.
Entonces, para A =1 o K, los apareamientos
() H (G A) x Mg (g A) = A
definidos como (H,F) = a1 (FH) € A inducen isomorfismos
Homa(H* (x; A), 4) = Mg™ (x; 4),
Hom 4 (% (x; A), A) = S7(x; A).

La demostracién es exactamente la misma que en el caso cléasico.



